Problemes

Un llarg lapse de temps des del darrer contac-
te amb els lectors d’aquesta seccié! Entremig hi
ha hagut prou temps per tal que cap dels pro-
blemes proposats no hagi estat resolt: el nos-
tre agraiment als nostres entusiastes collabora-
dors!

Parlem de les solucions: hem rebut, enca-
ra, una altra solucié del problema A55, d’en
Miquel Amengual, de Mallorca, que mereix ser
publicada per la seva senzillesa.

Del problema A56, n’hem rebut solucions
d’Albert Ferreiro, estudiant a la UAB, i de Jo-
sep Anton Clua, de I'ES Duc de Montblanc,
les quals mostren, amb les restriccions de 1'e-
nunciat, els procediments per determinar els
punts (z,a + x) i (z,ax) que, en el fons, sén
els tnics que es necessiten per determinar el
punt (z, ag + ayx + asx?® + - -+ + a,a"). Pero,
quan en preparavem l’edicié, no podiem treu-
re’ns del cap aquell acudit en que un matematic
és despertat pel fum d’un incendi a la cuina de
casa seva, acudeix al lloc de les flames, hi veu un
extintor i després d’exclamar <Té solucié!> se’'n
torna al llit tan content. . . Aixi, doncs, hem pre-
ferit publicar com a solucié la base matematica
del «Constructor universal d’equacions>, dis-
positiu mecanic descrit a I’ Encyclopédie de Di-
derot i D’Alembert.

Del problema A59, n’hem rebut una solu-
cid, una referencia historica i una altra de bibli-
ografica: en efecte, una petita variant d’aquest
problema (en la qual s’afegeix la condicié que
a i b siguin també positius) fou proposat per

Problemes proposats

A62. (Proposat per José Luis Diaz-Barrero,
UPC.) Siguin aq,as,...,a, nombres positius.
Proveu que

aq a9

as +V3a1a3  az + v3agal
an n
T
a1 +V3ana? 2

A63. (Proposat per Pelegri Viader, UPF.) Si
f :[0,1] — R és una funcié continua i f(0) =
f(1), demostreu que:

a) Per cada enter positiu n existeix una
<corda horitzontal> del graf de f (una <corda
horitzontal> és el segment que uneix dos punts
del graf amb la mateixa ordenada) de longitud
1/n.

+ot
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Alemanya per a la Olimpiada Matematica In-
ternacional del 1988 i s’ha fet, certament, ben
famosa. La solucié que hem rebut es refereix a
aquesta variant, pero, i en conseqiiéncia, hem
optat per publicar la nostra propia solucié. Per
cert, potser és interessant saber que aquest ma-
teix problema va ser proposat el 1995 al procés
selectiu per a l'ingrés al Cos de Professors d’En-
senyament Secundari. ..

El professor Miquel Amengual, a més, ha
volgut compartir amb tots nosaltres la seva
«victoria> sobre ’enunciat A60 que ja havia
estat proposat dues vegades! La Geometria, la
Geometrial

Finalment, en Josep Anton Clua ens envia
una elegant solucié del problema A61, que ha-
via estat proposat per José Luis Diaz-Barrero,
de la UPC.

El mateix José Luis Diaz-Barrero, segueix
amb la seva inestimable collaboracié i ens pro-
posa el problema A62, en Pelegri Viader, de la
UPF, I’A63, i ’A64 ens el proporciona en Mi-
quel Amengual, el qual ens demana, si aixo és
possible, una solucié més elegant que la que ell
va confegir quan tot just era estudiant de segon
any de la llicenciatura. . .

Insistim en els agraiments als lectors que
ens proporcionen enunciats de problemes i/o
ens n’envien les solucions. El correu electronic
per als enviaments és cromero@pie.xtec.es i els
materials escrits en TEX o LaTgX ens faciliten
forca la feina. Moltissimes gracies!

b) Demostreu que f no té perque tenir ne-
cessariament cordes horitzontals amb longitud
que no sigui el reciproc d’un nombre enter.
(Teorema de la corda universal.)

A64. (Proposat per Miquel Amengual, Cala
Figuera, Mallorca, a partir d’'un enunciat del
Dr. Josep Teixidor del 1969.) A R3 hi consi-
derem un paraboloide elliptic. Trobeu el lloc
geometric dels centres de les esferes que tallen el
paraboloide segons parelles de circumferéncies.

A65. Demostreu que, per a tot nombre enter
i positiu n, hi ha una potencia de 2, expressa-
da en base 10, les n tltimes xifres de la qual
soén tots uns o dosos. Per exemple, per an = 1,
25 =321, peran =2, 27 =512.



Solucions

A55. (Proposat per José Luis Diaz-Barrero,
UPC.) Donats els nombres a,b,c € R, tots di-
ferents de zero, proveu que l'equacio

az® + 2(ab + be + ca)x 4 3bcla +b+¢) =0

té totes les seves arrels reals.

Solucié: (Solucié d’en Miquel Amengual, Cala
Figuera, Mallorca.) Només cal observar que el
discriminant de I’equacié és una suma de qua-
drats de nombres reals i que és, per tant, més
gran o igual que zero:

A =4 [(ab+ be+ ca)®
=4 (a2b2 + 022 + 2a? — a’be —

=2 [(ab — be)?

—3abc(a+b+c)| =
ab’c — abc2) =

+ (be — ca)?® + (ca — ab)*] >0

i la igualtat es compleix si, i només si, a=b=c.
A56. Disposem d’un sistema de dos eixos de co-
ordenades amb graduacié, n + 1 nombres reals
ag,ai,-..,a, 1 una abscissa x. Cal, fent servir
només un regle sense graduar (que no val per a
traslladar distancies) i un escaire o cartabé per

a tirar perpendiculars, determinar el punt
(z, ap+ a1z + asx® + - - + apz").

Solucié: (Solucié de la redaccié.) A partir dels
coeficients del polinomi p(x) = ag+ayz+asr®+

-+ 4+ apx™, considerem els nombres
Ap=ao+ar+az+ - +ap-1+ay
Air=ap+ar+ax+ - +ap_1

Aj=ap+ar+ax+ -+ ap—j—1 + ap;

Aip1=ap+ar +az+ -+ ap—i—1
Ai=ao+ay
Ao—ao

i els polinomis

po(z) = Ao
pi(x) = A1 + apx
po(x) = As + an_12 + ana®

) = Ai + Qi1 @ + A2+
.

Pit1 () = A1 + i + ap_ip12°+
+ @n_ipox® + -+ apa’tt

ot ana™.

Ja es veu que p(z) = pn(x). Ara tenim

Aip1 = Aj — ap—

pit1(z) = zpi(r) — Aiw + Aip1 + ap—iz =
= xpi(z) — 2(Ai — ap—i) + Aiy1 =
= api(r) — vAip1 + Aip1 =
=zpi(z) + (1 —x)Aj+1

i, per tant,
pi(@) = pit1(z) = pi(z) — api(x) — (1 — 2)Aiys =
= (1—a)pile) — (1 —2) iy =
= (1 —2)(pi(z) — Ai41)
o sigui,
pi(x) —pini (@) _ pi(z) — A1 (+)
1—=x 1

Ara, a la figura segiient, un cop posats els punts
(0, Ao), (0,A1), ..., (0, A,,) sobre l'eix d’orde-
nades i dibuixada la recta x = 1 i la parallela
a ambdues que passa per (z,0), hom pot di-
buixar successivament les rectes corresponents
a la proporcié (x), sense transgredir cap de les
limitacions que imposa ’enunciat.

Addendum: Aquestes proporcions es materialit-
zen en el mecanisme conegut com a <Cons-
tructor universal d’equacions>, ja descrit a
I’Encyclopédie de Diderot i D’Alembert
(1751).

I a http://www.xtec.es/recursos/mates/aqui/
museum /constructeur_ue/java/
constructeur_ue_g3_cat.html hi trobareu un ap-
plet que en reprodueix el funcionament.



AB9. Siguin a, b i m nombres enters tals que

a® + b?
=m>0.
ab+1 =

Cal demostrar que, llavors, m és un quadrat
perfecte.

Solucié: (Solucié de la redaccié.)
a) Si un dels dos nombres és zero, la propo-
sicié és trivial.
b) Suposem que a = b. Llavors tenim:
24>

0<m= -

a?+1
202 =ma’+m —
(2—m)a’=m>0.

Només pot ser m = 0, que és un quadrat per-
fecte, i m = 1, que també ho és. Els valors cor-
responents per a a sén a = 0 i a = £1 respec-
tivament.

¢) No és possible que a # 0 i b # 0 siguin de
signes diferents. En efecte, com que a4 b > 0,
ha de ser ab+1 > 0, cosa impossible en aquestes
condicions.

d) Suposem 0 < a < b. Llavors

bV —amb+a®>—m=0

és una equacio de segon grau en la incognita b,
amb, en principi, dues solucions: la mateixa b i
una altra, que anomenarem b’. Es compleix que

b+t =am; b =d>—m.

Com que b > a, podem escriure:

a <t =a>—m<d® = V<a.
Acabem de mostrar, doncs, que si 0 < a < b
produeixen un m > 0 enter, llavors també el
produeixen 0 < am — b < a. (Que am —b >0
esta assegurat pel fet que no pot tenir signe di-
ferent de a.)
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e) L’aplicacié reiterada del procés anterior
dona una successié estrictament decreixent de
nombres enters en la qual no pot haver-hi dos
elements contigus de signe diferent. Aixo impli-
ca que aquesta successié conté el zero i, contigu,
el nombre enter i positiu v/m = m.c.d.(a, b).

A60. Donats un rectangle i un parallelogram,
cal inscriure en el parallelogram un rombe de
la mateixa area que el rectangle.

Solucié: (Solucié d’en Miquel Amengual, Cala
Figuera, Mallorca.)

a) Analisi: Siguin P, ), R i S punts sobre els
costats AB, BC, CD i DA del parallelogram
ABCDE de manera que PQRS és un rombe
d’area igual a k2. Sigui O el punt interseccié de
BDiQs.

Els triangles APBQ i ARDS sén semblants
(tenen els costats parallels) i com que PQ =
RS, sén iguals. En particular, BQ = DS. D’a-
qui que els triangles AOBQ i AODS, que s6n
semblants, siguin també iguals. En particular,
BO = OD i QO = 08§, d’on resulta imme-
diatament que el punt O és el centre dels dos
parallelograms ABCD i PQRS.
Si escrivim I’area del rombe com el semipro-
ducte de les seves diagonals, obtenim
k‘2
OR-OS = —
2
i, si R’ és un punt de la semirrecta OR amb
OR' = OS, llavors
2
OR-OR' = %
és a dir, R’ és I'invers del punt R en la inversié
de pol O i poteéncia k2 /2.
Finalment, S/éTQ, = m/4 perque les diago-
nals d’un rombe s6n perpendiculars.
b) Construccié: Invertim el segment C'D en
la inversio de pol el centre del parallelogram i
poténcia k2/2. (En el nostre cas, si a i b sén les
dimensions del rectangle donat, llavors k? = ab
i el radi r de la circumferéncia d’autoinversio
és igual a y/ab/2. La construccié de r és ben
coneguda i es mostra al final.)
Aplicam a la figura obtinguda (un arc de
circumferéncia) una rotaci6 de centre el del pa-
rallelogram i amplitud /4.



La intersecci6 d’aquest nou arc de circum-
feréencia amb AD és un vertex del rombe que
cercam. Com que el seu centre és conegut (coin-
cideix, com s’ha dit, amb el del parallelogram
ABCD) la construcci6 del rombe resulta imme-
diata. )

¢) Discussié: Es clar que el problema pot te-
nir dues, una o cap solucié. La figura anterior
mostra un cas amb dues solucions: ’arc C' D’ és
la figura inversa del segment C'D. L’arc trans-
format de I'anterior en la rotacié de centre O i
angle /2 és 'arc C"Y XD".

d) Construccié del segment r de longitud

\/ab/2 a partir del rectangle donat:

A61. (Proposat per José Luis Diaz-Barrero,
UPC.) Per a tot nombre enter i positiu n, pro-

veu que
[ fha)
Ln+1

Ly < 1 L% ng+1

n-+ a
2 Ln+2 Ln

on L, és el terme n-essim de la «successié de

Lucas>:

Lo=2
L;=1
Sin>2, L,=L, 1+ Ly5.

Solucié: (Solucié de Josep Anton Clua Sam-
pietro, IES Duc de Montblanc.) Demostrarem
que

L2 L3 L?

n+1 n+2
+ > 20,49
Ln+2 Ln Ln+1 nr

que és equivalent al resultat demanat.
Observem, primer de tot, que la <successio
de Lucas> és creixent i positiva per a n més
gran o igual que 1, ja que cada terme és ’ante-
rior més un terme positiu.
Calculem ara ’expressio que se’'ns demana:

2
Ln+2

L727, + L?L—l—l
Ln+1

Ln+2 Ln

Substituim cada numerador, excepte el primer,
per la seva definicié en la <successié de Lucas>:

ng + (Ln—l + Ln)2

+ (Ln + Ln—l—l)2
Ln+2 Ln

Ln+1
i desenvolupem els quadrats i simplifiquem
L? N L2 |+ L2+ 2Ln_an+
Ln+2 Ln
L% + L2+1 + 2LnLn+1

n

Ln+1
Ly
Ln+2 n
L,
+ +2L, + Lyt .
Ln—l—l

2
Ln—l

+

Si ara reordenem i apliquem la definicié de la
<successié de Lucas>, tenim:

L Liy | L3
- - Lo+ Ly_1+
Ln+2 Ln Ln+1 " et

+Ln—1 +Ln +Ln +Ln+1 =
R T
Ln+2 Ln Ln+1

+ Lpy1+ Lp—1+ Ly + Lpyo

i, en eliminar els termes fraccionaris i el terme
L,_1, tenim
2 2 2
Ln Ln+1 Ln+2 >
Ln+2 Ln Ln—l—l o
> Ln+1 + Ly + Ln+2 = 2Ln+2

com voliem provar.

Carles Romero
IES Manuel Blancafort, la Garriga



